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Consider the inhomogeneous first-order ODE
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First, we solve the homogencous equation

¥t - y(t) =0,
which has the general solution
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which can both be found via Seperation of Variables as well as Euler’s method. In the method

of variation of constants, we replace the constant C by a function C(f) and make the ansatz
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Note now, that we replaces C with C(t)! Differentiating with respect to ¢ yields

y(t) = C'(t)e’ + C(t)e".

~—p ,&‘m hm DG WA— M. E"“'Z'rtl‘ﬂ = E\)lﬂf A“&*} Substituting yp and g into the original equation gives
C'(t)et = e,
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is is our differential equation in C which we know have to solve. Integrating, we obtain
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Therefore, a particular solution is

Up(t) = (' + D) - ' = €* + Det
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y(t) = Det + .

We can clearly see the general solution structure again, where De' is the homogenous solution
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wobei wir ausgeschrieben das folgende System meinen: Xz(é) sz=) S*O"#y‘lh\ / {thw TQ; l

#1(t)] _ [an @ z1(t) by(t)
[i;(t)] - [a; a;j Lz(t)] + [b;(t)] ’ Wan q4z L,.(‘l:) £
Diese Matrix-Vektor-Gleichung schreibt das folgende System kompakter: A = . L(-e) = ( _E )
d1(8) = 1121 (t) + a122(8) + b1 (1), UGa @z b (8] -
#3(t) = anz1(t) + azeza(t) + ba(t).

Der Term b(t) heisst inhomogener Teil oder auch Stérterm des Systems. Er beschreibt dussere Einfliisse \ SO}J- uwns, w"( X uud X
oder Anregungen, die nicht aus dem Zustand z(t) selbst resultieren. Wichtig ist dabei, dass b(t) im 1 [
Allgemeinen zeitabhéngig sein kann.
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Betrachte das gekoppelte lineare Differentialgleichungssystem

&1(t) = 221 () + 22(t),
Eo(t) = x1(t) + 2a(t).

In Matrixschreibweise lautet das System

&) = Ae(t), A= B ;] .

Die Eigenwerte der Matrix A sind

mit zugehorigen Eigenvektoren
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Damit ergibt sich die allgemeine Losung als
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wobei ¢, ¢o € R Konstanten sind.

Beispiel 2: Inhomogenes lineares System
Betrachte das gekoppelte lineare Differentialgleichungssystem

Z1(t) = 221 (t) + z2(2),
Ea(t) = zo(t) + €7

In Matrixschreibweise lautet das System
a(t) = Az(t) +b(t), A= [3 }] . b(t) = [({] :

Die Eigenwerte der Matrix A sind

mit zugehorigen Eigenvektoren
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Die allgemeine Losung des homogenen Systems ist
1 1
a2t t
zp(t) = cre [0] + co€ [—l] .
Eine spezielle Losung des inhomogenen Systems erhdlt man durch den Ansatz
i |a
o) =[]

woraus durch Einsetzen das System

—a=2a+b
—b=b+1
folgt. Die Losung davon ist a = 1/6 und b = —1/2. Damit ist
zp(t) =€ %1 .
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Die allgemeine Losung lautet somit

z(t) = cre® m +cet [_11] +e { ] . —_

Alternative Lésung des homogenen Systems durch Umwandlung in eine DGL 2.
Ordnung

Betrachte das System
E1(t) = 2z1(t) + 22(2),
By(t) = z1(t) + 22a(t).

Das Ziel ist es nur eine DGL in z; zu erhalten und alle x5 zu eliminieren. Wir leiten die erste Gleichung
noch einmal ab, um eine DGL zweiter Ordnung zu erhalten

i1(t) = 261(t) + @2 (t)-
Hier konnen wir die zweite DGL einsetzen fiir 2(t). Wir erhalten nach einsetzen:

Z1(t) = 221(t) + z1(¢) + 222(2).
Jetzt konnen wir mithilfe der ersten Gleichung z2(t) = #1(t) — 221(¢) schreiben und erhalten die DGL
zweiter Ordnung nur in z:
#1(t) — 4@1(¢t) + 3z1(t) = 0.
Das charakteristische Polynom lautet
N_M+3=0 = M=3 N=1
Die Losung fiir z;(t) ist
z1(t) = c1e® + coet.
Aus z3(t) = £1(t) — 221 (t) folgt

3t

za(t) = (3016"“ + cget) — 2(61€3t + cget) = c1e® — cpe.

Die allgemeine Losung des Systems lautet somit

Die L\Lam LESU{_) WA= pcen JU‘}‘I‘ Gevou Wie
z(t) = B;Eiﬂ = e’ [1] + coel [71] . OLU\ %H-’u‘ .

Dies ist dieselbe Losung, die wir auch durch die Eigenwert-Methode erhalten haben!






